PRUEBA DE ACCESOQO (LOGSE)
UNIVERSIDADES DE CASTILLA-LA MANCHA

JUNIO — 2016

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

El alumno debera contestar a una de las dos opcjmopuestas A o B. Los ejercicios
deben redactarse con claridad, detalladamenteopaado las respuestas. Puede utili-
zar cualquier tipo de calculadora.

OPCION A

1°) Dada la funcioif (x) = x3 + 3x? + ax — 6,a € R, se pide:

a) Determina el valor del paramettce R para que la pendiente de la recta tangente a
la grafica def (x) en su punto de inflexién sea -3.

b) Para el valor del parametro encontrado, calcakmektremos relativos e intervalos
de crecimiento y decrecimiento fléx).

a)
Una funcion polinémica de tercer grado tiene untpule inflexién para los va-
lores de x que anulan su segunda derivada.

f'(x) =3x%+ 6x + a. f"(x) = 6x + 6.
f'"x)=0=>6x+6=0; 6(x+1)=0=x=—-1.
La funcionf (x) tiene un punto de inflexion paka= —1.

La pendiente de una funcién en un punto es igualej valor de la primera
derivada de la funcion en ese punto.

flf)=m=-3=3-(-1D)*+6-(—-1)+a=-3; 3—6+a=-3;

—34+a=-3 = a=0.

b)
Paraa = 0 la funcion resultaf (x) = x3 + 3x2 — 6.

La condicion necesaria para que una funcion temgeaximo o un minimo



relativo en un punto es que se anule su primeraatie en ese punto:

f'(x) = 3x2 + 6x.

ffx)=0=>3x2+6x=0; 3x(x+2)=0>x; =0,x, = —2.

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada:
si es positiva para el valor que anula la primeravdda, se trata de un minimo relativo

y, Si es negativa, de un maximo relativo.

f"(0) = 6 > 0 = Minimo relativo paa x = 0

ffy=6x+6= {f”(—Z) = —6 < 0 > Maximo relativo paa x = =2’

f(0)=—-6 = Minimo:A(0,—6).

f(=2)=(-2)*4+3-(-2)*-6=-8+4+12—-6=-2=

= Maximo: B(—2,—2).

Teniendo en cuenta qyf€x) es continua en R y los puntos maximo y minimo
obtenidos, los periodos de crecimiento y decrecitoison los siguientes:

Crecimiento = f'(x) > 0= x € (—o0,—2) U (0, +00).

Decrecimiento = f'(x) < 0= x € (—=2,0).
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2°) Calcula la integral definida:= [+ == - dx. Nota: Puede ayudarte hacer el cam-

bio de variable = +/x y a continuacion aplicar integracion por partes.

2 \/Ez w? s T
I:fOTcos\/E.dx L-dx=dtx27_>tzz fECOSt-Zt'dt=
? 2 x=0-t=0) ° °?
dx = 2t - dt

el

u=t->du=dt

T
= Et-cost-dt=>{
fO dv =cost-dt > v =sent

}:[t-sent—fsent-dt]gz

T

= [t-sent+cost]g: E-sen§+cos§]—[0-sen0+c050] =

T—2

=Z.1+0-1="22
2 2
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39 a) Discute el sistema de ecuaciones linegfles— 3y + 2z =m en funcion

%x—y+mz=0
-mx+y—z=1—-m

del parametran € R.

b) Calcula la solucion cuando el sistema sea conmipatideterminado.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpagsesites:

1 -1 m 1 -1 m 0
A=<4 -3 2>yA'= 4 -3 2 m |
-m 1 -1 -m 1 -1 1—-m
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdeametro m es el siguiente:
1 -1 m
Al=|4 -3 2|=34+4m+2m-3m2—-2—-4-=
-m 1 -1
=-3m?+6m-3=0;, m*-2m+1=0;, (m—-1)?=0>m=1.
Param #1 = Rang A = Rang A’ = 3 =n%inc6g.= S.C.D.
1 -1 1 0
Param=1= A" = < 4 -3 2 1|=RangA ={C,C,, Cs} >
-1 1 -1 0
1 -1 0 1 1
>4 -3 1l=-|7 T|=0=Ranga =2
-1 1 0
Param =1 = Rang A = Rang A’ = 2 <n%inc6g.= S.C.1I.
b)
x—y+z=0
Param = 1 el sistema result{.ﬁlx — 3y + 2z = 1, equivalente al siguiente sis-
—x+y—z=0

(x—y+z=0 Qo :

tema.{4x J3y+2z=1 gue es compatible indeterminado.

: —y=— — =31
Haciendaz = A: Ty A } 3x + 3y

4x —3y=1-21 4x—3y=1—2,1}:>x:1”"

y=x+A=1+1+1=1+2A



Solucion:x =1+ A, y=14+2Az=1, VIER.
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4°) Sea r la recta determinada por el piith 0, 1) y el vectory, = (1,—1,0).
a) Calcula el punto de r mas cercano al pyhto, 0, 1).

b) Calcula el punto simétrico de Q respecto ar.

a)

El haz de planos perpendiculares ar es de laafreax — y + D = 0.

De los infinitos planos pertenecientes al Bael planor que contiene al punto
Q(0,0,1) es el que satisface su ecuacion:

=x — D=0
B=x—y+ }:0_0+D=0=>D=0=>n5x—y=0.

Q(0,0,1)
x=14+A1
La expresion de r por unas ecuaciones parameggas {y = —1
z=1

El punto M, interseccién de la recta r con el planes la solucion del sistema
gue forman:

x=14+41
rzkf;/l >A+A)—-(-)=0; 1+42+1=0; 2A=-1=
x=1—%=—
S>Al=—=-> y:l = M(_,_,1)
z=1

El punto de r mas préoximo a Q(0,0,1) es M (%,%, 1).

b)
Para que Q’ sea el simétrico de Q con respecto a r (0,0,1)
tiene que cumplirse que: o

QM =MQ = [M—Q]=[Q — M]; /
(2.1) - 000 = [0~ (2.0
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OPCION B
1°) a) Enuncia los teoremas de Bolzano y Rolle.
b) Razona que la ecuaci@e* + x> = 0 tiene al menos una solucién real.

¢) Razona que, de hecho, dicha solucion es unica.

a)
El teorema de Bolzano dice que f&ix) es una funcion continua €, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosdrdetvalo, entonce3c € (a, b) tal

quef(c) =0".

El teorema de Rolle dice que “si una funcfdm) en continua efa, b] y deri-
vable en(a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple qug(a) = f(b), existe al menos
un valor ca < ¢ < b tal quef'(c) = 0.

b)
Probar lo pedido es equivalente a demostrar gqf@nizion f(x) = 2e* + x°
tiene al menos una solucién real.

La funcidnf (x) es continua y derivable en su dominio, que eDRsgr la suma
de dos funciones continuas y derivables en R,qoual le es aplicable el teorema de
Bolzano en cualquier intervalo cerrado que se densj por ejempld,—2, 0]:

pea(ezy o
f(=2)=2-e2+(-2)° =5 32<0}=>5|ce[—2,0]:>f(6)=0-
f(0)=2.30+0=2-1=2>0

Lo anterior prueba que 2e* + x> = 0 tiene al menos una solucién real.

c)

Ya se ha probado que la ecuaciat + x> = 0 tiene al menos una solucién
real; ahora se debe demostrar que esa raiz es Unica

Teniendo en cuenta la continuidad y derivabilidad (x) y que:

f'(x) = 2e* + 5x* > 0,Vx € R, lo cual significa que la funcién es monétona
creciente lo que implica que tenga mas de unaigsoluc

Queda demostrado lo pedido.
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2% a) Calcula el area de la region acotada por lasaasfile las siguientes parabolas:
f(x)=x?—4x+3yg(x) = —x%+ 2x + 11.

b) Calculac € R para que las rectas tangentes a las graficA&de/ g(x) en el punto
de abscisas = e tengan la misma pendiente.

Los puntos de corte de las dos parabolas somlasianes de la ecuacion que
resulta de la igualacion de sus expresiones:

x2—4x+3=—x?4+2x+11; 2x>°—6x—8=0; x> —-3x—4=0;

L o 3VOFT6 _ 3+V35 _ 345 {xl =-1-A4(-1,8)
=T 2 T2 T2 Tlxy=4-B43)

Los vértices de las parabolas son los siguientes:
ffx)=2x—-4=0->x=2 - V,(2,-1).

g ==-2x+2=0-x=1 - V,(1,12).
‘YA» | ’

A f(x)=x*—4x+3

g(x) = —x?+2x+11

o
<V

N
7’

[V
La representacion grafica, aproximada, de la sitnaes la indicada en la figura.

En el intervalo correspondiente al area a calctdaias las ordenadas de la pa-
rdbolag(x) = —x? + 2x + 11 son iguales o mayores que las correspondientes ord
nadas de la paradbofdx) = x? — 4x + 3, por lo cual el area a calcular es la siguiente:

S= f_41[(—x2 +2x +11) — (x* — 4x + 3)]dx = f_41(—2x2 + 6x + 8)dx =

= [—%3 + 3x% + 83(]?1 =

3 2 4
= [—2i+6i+8x]
3 2 -1



2-(-1)3
3

= (-2 4342 48-4) - |- +3. (D248 (-] =

_ 128+48+32_§_3+8=85_g=255—130=125

3 3 3 3

b)
Por ser la pendiente a una recta en un punto gqgueaél valor de su derivada en
ese punto, se trata de igualar los valores deefgmectivas derivadas:

f'(x) =2x—4

9'(x) = _2x+2}=>f'(x) =g'(x)>2x—4=-2x+2; 4x = 6; 2x = 3.

El valor pedido es x = %
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2 2 3
= 10, dondex, y,z,a, b, c € R, calcula los si-

3°) Sabiendo qu| =[x y =z
a 2b 3c
14 14 21 0 3x Yy 2z
. . _|x+4 y+4 z+6 _ |0 3a 2b 3c
guientes determinantegM | o 26 2 y |N| 06 2 3/
5 5 5 5 0 0 O

indicando las propiedades que usas en cada casquptficar tu respuesta.

14 14 21 14 14 21 14 14 21
|M|=x+4 y+4 z+6|_|x y z{4|4 4 6|=448B
a 2b 3¢ a 2 3¢ a 2b 3
5 5 5 5 5 5 5 5 5

) 2 2 3
A=7 oy oz|=¢ 10 =14
a 2b 3c
. 2 2 3 14
B=7-2-E-2 2 3 =?-0=0.
a 2b 3c
Sustituyendo los valores obtenidos de Ay B:
14 14 21
@ 2 3 '
5 5 5
8 gx . 3x 'y z x y z
N =]0 3¢ 2b 3¢=—5.13a 2p 3c[=-5-3-|a 2b 3c|=
5 0 0 0 6 2 3 2.2 3
2 2 3
=-15-|x y z|=-15-10=-150.
a 2b 3c

(N6tese que el valor no cambia de signo por hatierdambiado dos lineas entre si
dos veces)




En la realizacion de los dos apartados del ejersehan utilizado las siguientes
propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de ummdietgnte se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma d¥etErsninantes que tienen en dicha
linea el primero y el segundo sumandos, respecéiitansiendo los restantes elemen-
tos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paraigledes o proporcionales su valor es
cero.

32.- Si se intercambian dos lineas de un detertarsanvalor cambia de signo.

42.- Si todos los elementos de una linea de umndiei@nte se multiplican o dividen
por un numero su valor queda multiplicado o divadgbr dicho namero.
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4°) Dados los planog, =ax+y+2z=2,m, =x+y+z=0yn;=x+ay+
z = a, dondea € R, se pide:

a) Estudiar la posicidn relativa de los planos aates en funcion del parameuo

b) Paraa = 1, calcular la distancia entrg y m5.

a)

Los tres planos determinan las siguientes matdeaseficientes y ampliada:

a 1 2 a 1 2 2
M=<1 1 1>yM’=<1 1 1 0).
1 a 1 1 a 1 a

Segun que los rangos de estas matrices, la posalgtiva de los planos son las
siguientes:

1°. -- Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.

2°. -- Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Los planos son secantes dos a dos.
3% --Rang M = Rang M’ = 2 = Los planos se cortan en una recta.
4° -- Rang M = 1; Rang M' = 2 = Los planos son paralelos.

59, -- Rang M = Rang M’ =1 = Los planos son coincidentes.

a 1 2
RangM =11 1 1l=a+2a+1-2—-a*—-1=-a*+3a—-2=0;
1 a 1
a?-3a+2=0 x=2""=sq=1,a,=2

Para {Z i ;} = Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.

1 1 2 2
ParaazleSM’=<1 1 1 0>=>RangM’=>{CZ,C3,C4}=>
1 1 11
1 2 2
=1 1 0/=1+2-2-2=-1+#0= RangM' = 3.
1 1 1

Paraa =1= Rang M = 2;Rang M' = 3 = 1, y m5 paralelos y secantes a 1.




2 1 2 2
ParaazZeSM'=<1 1 1 0>=>RangM’=>{Cl,CZ,C4}=>

1 2 1 2
2 1 2
=1 1 0/=4—-4—-24+2=0= RangM' = 2.
1 2 2

Paraa =2 = Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.

b)
Paraa = 1 los planosr, y m; son paralelos:

n,=x+y+z=0yn;=x+y+z=1.

: : oD
La distancia entre dos planos paralelod@s,, ;) = —JZiBZj-lcz:

|D,—Ds] |0-1] 1
d(n2,7T3) == 2 3 == = .
VAZ+BZ+C2 V12412412 43

d(m,,m3) = \/3—5 unidades.
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